
特にベクトルや行列は美しい 

三角形の面積の公式には色々ある。   

                      B 
 

       a           c                         a           c  
                                                               r  
    C                     A              

                  b                                           b  

Sx 1
2

absinCx s(sPa)(sPb)(sPc) xsr 　 など

ただし、　s＝
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@@@半周長　， r @@@内接円の半径

 

さらに、円に内接する四角形や一般の四角形については 
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Sx (sPa)(sPb)(sPc)(sPd)

ただし、　s＝
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@@@半周長　

  

Sx (sPa)(sPb)(sPc)(sPd)Pabcdcos2 ®O¯
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ただし、　s＝
aObOcOd
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@@@半周長, ®と¯は対角　

 

つまり、三角形や四角形の面積の公式を一般化していくとそこには美しさはあるが、限

界がある。右下最後の「ブレート・シュナイダーーの公式」がそうだ。美しいほうであるが

何とかならないのか？と思う。 

®O¯が 180¸のときに、内接四角形の公式となり、dx0のときに、三角形の公式となる。  

 
ちなみに、Sx 1

2
absinCx 1

2
a2b 2(1Pcos2C) x 1

2
a2b 2Pa 2b 2cos2C

 より 

ベクトルの内積を考えたくなる。そこで、ベクトルの導入をすると次のようになる。 
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となる。　　　　　よって、　ax a1,a2£ ¤、 bx b 1,b 2£ ¤ 　とすると、
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a1b 2Pa2b 1£ ¤ 2 x 1
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a1b 2Pa2b 1 となる。
 

さらに行列式に表すと、 Sx 1
2

a1b 2Pa2b 1 x 1
2

a1 a2

b 1 b 2

となる。

 

 

つまり、三角形の面積は２つのベクトルの張る平行四辺形の半面積 Sx 1
2

a1 a2

b 1 b 2

であり、

 

四角形やあらゆる多角形は２ベクトルの張る半面積の和で表されることになる。 

(極めて美しい！) 
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また、「ブレートシュナイダーーの公式」を自分なりに証明してみたが、ヘロンと同様に 

PaObOcOd£ ¤ aPbOcOd£ ¤ aObPcOd£ ¤ aObOcPd£ ¤ @@@ この形が意味を成す。  

なぜこんなにも美しいのか？ベクトルの張る面積と何か関係があるように思えてならな

い！・シシシこの直観はなかなか難しい・ 腑に落ちない）。何故か・ 素敵な直観』・ 点理論））

の行列とそっくりなのが気になって仕方がない。最後まで分からないかもしれない。 

                   2025.4.10 自宅にて 

 

 



証明をもう一度、確認してみよう！ 
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内接四角形の証明  
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bcsin® (∵sin(180¸P®)xsin®)
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(adObc) (1Ocos®)(1Pcos®) @@@@@@@　① 　
 

 いま、余弦定論より 

x 2xa2Od 2P2adcos®xb 2Oc 2P2bccos(180¸P®)
　　　　　　　　　　　　　　　　xb 2Oc 2＋2bccos®　　　　　　 　（∵cos(180¸P®)＝Pcos®）
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2(adObc)

 

① に戻して、 
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一般の四角形の証明  

図より、 Sx 1
2

adsin®O 1
2

bcsin¯x 1
2

(adsin®Obcsin¯) 　　　平方して、

S2x 1
4

(adsin®Obcsin¯) 2x 1
4

(a2d 2sin2®Ob 2c 2sin2¯O2abcdsin®sin¯)

w 4S2xa2d 2sin2®Ob 2c 2sin2¯O2abcdsin®sin¯ @@@@@@@　① 　  

また、余弦定論より 

x 2xa2Od 2P2adcos®xb 2Oc 2P2bccos¯ よって、　a2Od 2Pb 2Pc 2x2adcos®P2bccos¯
平方して、

（a2Od 2Pb 2Pc 2） 2x4(adcos®Pbccos¯) 2x4(a2d 2cos2®＋b 2c 2cos2¯P2abcdcos®cos¯)

w 1
4
（a2Od 2Pb 2Pc 2） 2xa2d 2cos2®＋b 2c 2cos2¯P2abcdcos®cos¯ @@@@@@@ ②

①＋② : 4S 2xa2d 2sin2®Ob 2c 2sin2¯O2abcdsin®sin¯
1
4
（a2Od 2Pb 2Pc 2） 2xa2d 2cos2®＋b 2c 2cos2¯P2abcdcos®cos¯ より

4S 2O 1
4
（a2Od 2Pb 2Pc 2） 2xa2d 2Ob 2c 2P2abcdcos(®O¯) 　　　 (∵相互関係及び加法定理より)

よって、
　 16S 2xP（a2Od 2Pb 2Pc 2） 2O4(a2d 2Ob 2c 2P2abcdcos(®O¯) )
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x(PaObOcOd)(aPbOcOd)(aObPcOd)(aObOcPd) P8abcd@2cos2 ®O¯
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(∵ cos2°x2cos2°P1 より　１＋cos2°x2cos2°　)

　x(PaObOcOd)(aPbOcOd)(aObPcOd)(aObOcPd) P16abcdcos2 ®O¯
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w S 2x 1
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(PaObOcOd)(aPbOcOd)(aObPcOd)(aObOcPd) Pabcdcos2 ®O¯
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何回か証明をして慣れてはいるが、やはり未だに 

PaObOcOd£ ¤ aPbOcOd£ ¤ aObPcOd£ ¤ aObOcPd£ ¤ ・の部分の不思議さ

が腑に落ちず悩まされる。誰かに教わりたいが、分かりそうで少し悔しい気持ちもある。 

 分理公式 内分と外分は同等であった）』と同じように納得のいく、何かがあるはずで

あると信じている。 

                  2025.4.13 自宅にて 



とりあえず、三角形の面積についてヘロンの公式の不思議さ 美しさ）について考えてみた。 
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図のように、ベクトル・ や行列）などとの関係をいくら考えても分からないので、ベクトルから目

を離し、３辺の長さのみに着目してみた。すると、以下のようになった。 

Sxsrx s(sPa)(sPb)(sPc) より
　

s 2r2xs(sPa)(sPb)(sPc) w sr2x(sPa)(sPb)(sPc)

w r2x 1
s

(sPa)(sPb)(sPc) x

aObOc
2

PaÃ Ä aObOc
2

PbÃ Ä aObOc
2

PcÃ Ä
aObOc

2

x
(PaObOc)(aPbOc)(aObPc)

4(aObOc)
となる。

 

つまり、内心の半径・ r と三角形の３辺・ a , b , c とは 

4r2x
(PaObOc)(aPbOc)(aObPc)

aObOc   の美しい関係があって、この美しさがそ

のまま単純に面積の公式に反映されているものと直観した。「 鶏
にわとり

と卵
たまご

どっちが先？」に似てい

るが、とりあえず面積を語る前に長さの美しさを語ることが先だと思い、・「面積公式の美しさはそ

の内心の美しさに起因する」ことを今回は直観し納得することとした。シシシシシシシ しかし、 

 

シシシ四角形の面積公式の美しさがシシシシシシシシシまだ考察は続く！ 

                                  2025.5.8 自宅にて 

                


